LIVRE VI
CHAPITRE III

LES TRANSFORMATIONS DE LA FORMULE FONDAMENTALE

Ce chapitre pourra sembler bien aride, mais il intéressera peut-être les esprits curieux : comment diable a-t-on fait pour transformer des formules dans le but d’abréger la longueur des calculs ? Il permettra aussi de comprendre pourquoi, pour un même calcul, on peut rencontrer des formules en apparence très différentes.
Un des grands mathématiciens du XVIIIe, le Français Bezout, auteur de traités de mathématiques et de navigation, résumait ainsi l’objet de ces transformations : « Le but que l’on doit principalement se proposer est de réduire les solutions aux seul usage des logarithmes, sans être obligé de repasser aux nombres. » Autrement dit, il s’agit, partant de la formule fondamentale, d’éliminer les signes «plus» et «moins » afin d’accélérer le calcul par logarithme. Cela revient à transformer la formule fondamentale en « formule logarithmique ».

   
En réalité, la transformation de formule est une sorte de « jeu » mathématique, basée sur la connaissance d’un certain nombre « d’identités remarquables » permettant de transformer une formule de mille façons ! On trouvera ci-joint la liste de celles qui nous seront utiles.

Nous nous limiterons ici aux transformations les plus connues de la formule fondamentale, proposées soit en France (par Borda), soit en Angleterre. Et nous verrons que si les Anglais sont peut-être allé moins loin que les Français dans ce domaine, car ils ne dédaignaient pas les formules « semi-logarithmiques » (c’est le cas des formules dites de versines).

En pratique, on n’utilise essentiellement la formule fondamentale pour calculer soit l’angle au pôle P, soit l’azimut Z, soit encore la hauteur H. Mais nous verrons aussi que l’on pouvait utiliser la formule des versines dans le cadre des circumméridiennes. 
LES « INDENTITES REMARQUABLES »

Rappelons tout d’abord quelques règles élémentaires en matière de trigonométrie planes ou sphérique :



Sin A = Cos (90 – A) et vice versa



Tan A = Sin A/Cos A et Cotg A = 1 / Tan A = Cos A / Sin A

Il y a ensuite trois « règles de transformation » à connaître si l’on veut suivre le développement des formules de Borda ou des formules anglaises :


Règle n° 1 ou règle des angles composés :



Sin (A + B) = Sin A Cos B + Cos A Sin B


Règle n° 2 ou règle de transformation des sommes en produits :



Sin A + Sin B = 2 Sin (A+B)/2 Cos (A-B)/2


Règle n° 3 : Sinus verse (ou versine) ou “susinus” verse (que l’on peut imaginer de traduire par « co-versine ») :



1 – Cos A = 2 Sin² A/2 => Cos A = 1 – 2 Sin² A/2



1 + Cos A = 2 Cos² A/2 => Cos A = 2 Cos² A/2 - 1
LES FORMULES DE BORDA

Le chevalier de Borda faisait partie des « officiers savants » de la Marine Royale de la fin du XVIIIe S, qui ont participés aussi bien à l’élaboration de la méthode des distances lunaires qu’aux essais des premiers chronomètres. C’est à lui que l’on doit nombre de formules « transformées », dont certaines sont encore et toujours enseignées dans les écoles d’officier. C’est en son hommage que les Navires-Ecoles de la Marine se sont longtemps appelé « Le Borda ».

Les calculs d’heure et d’azimut

Commençons par les formules de calcul de P (calcul d’heure) et de Z (calcul d’azimut) : on commence par « poser » respectivement (1 – Cos P) et (1 + Cos Z) avant de « développer » afin d’arriver à une formule donnant soit le carré du sinus de P/2, soit le cosinus du carré de Z/2.

Pourquoi cette distinction entre les calculs de P et Z ? Il semble que l’on pensait que l’angle au pôle, relativement plus petit que l’azimut, était mieux défini par son sinus, alors que, en corollaire, l’azimut était mieux défini par un cosinus. Mais ceci peut sembler bien académique.
La démonstration des formules de Borda n’a en fait rien de très mystérieux : commençons par écrire la formule fondamentale pour le calcul de P ou Z en remplaçant la déclinaison D par la distance polaire DP :



Cos P = ((Sin H – Cos DP Sin L)) / (Sin DP Cos L)



Cos Z = ((Cos DP – Sin L Sin H)) / (Cos L Cos H)
Sur cette base, examinons le développement de la formule de l’angle au pôle :


1 – Cos P = {1 – ((Sin H – Cos DP Sin L))] / (Sin DP Cos L)

Que l’on peut écrire :


1 – Cos P = (Sin DP Cos L) – Sin H + Cos DP Cos L) / Sin DP Cos L
Appliquons la 1e règle de transformation :



(Sin DP Cos L)  + (Cos DP Cos L) = Sin (DP + L) 
D’où : 



1 – Cos P = ((Sin (DP + L) – Sin H) / (Sin DP Cos L)

Appliquons maintenant la 2e règle de transformation :


Sin (DP + L) – Sin H = 2 Cos (DP + L + H)/2 Sin (DP + L – H)/2
Si nous appelons “S” la demi-somme de (DP + L + H), on voit que (DP + L – H) est égal à (S – H). On a donc :



1 – Cos P = (2 Cos S Sin (S-H) / (Sin DP Cos L)

Mais 1 – Cos P est égal à 2 Sin² P/2 (règle n° 3) : en divisant les deux membres de l’équation par deux, on a en définitive :



Sin² P/2 = (Cos S Sin (S-H)) / (Sin DP Cos L)


Quant au développement de la formule de l’azimut, il présente de grande similitude avec le précédent, si ce n’est que l’on « pose » (1 + cos Z) au lieu de (1 – Cos Z)


Cos Z = ((Cos DP – Sin L Sin H)) / (Cos L Cos H)


1 + Cos Z =   {1 + ((Cos DP – Sin L Sin H))} / (Cos L Cos H)


1 + Cos Z = (CosL Cos H + Cos DP – Sin L Sin H) / (Cos L Cos H)
Avec la 1e règle de transformation, on a :


(Cos L Cos H – Sin L Sin H) = Cos (L + H)

D’où :



1 + Cos H = (Cos (L + H) + Cos DP) / ( Cos L Cos H)

Avec la 2e règle de transformation, on a : 



(Cos (L + H) + Cos DP) = 2 Cos (L+H+DP)/2  Cos (L + H – DP)/2 
Si nous appelons “S” la demi-somme de (L + H + DP, on voit que (L + H – DP) est égal à (S – DP). On a donc :



1 + Cos Z = (2 Cos S Cos (S-DP)) / (Cos L Cos H)
Mais 1 + Cos Z est égal à 2 Cos² P/2 (règle n° 3) : en divisant les deux membres de l’équation par deux, on a en définitive :


Cos² Z/2 = (Cos S Cos (S-DP) / (Cos L Cos H)
Dans les deux cas, on a donc réussi à éliminer les “signes” plus ou moins. Mais comment résoudre la formule par les logarithmes ? Prenons l’exemple du calcul de P : on va commencer par faire la somme de : colog Sin DP + colog Cos L + log cos S + long sin (S – H). On va ensuite diviser la somme des log par deux, et l’on recherchera dans la table la valeur du sinus correspondante … qu’il faudra ensuite multiplier par deux (le calcul de Z est très voisin si ce n’est qu’il faudra à la fin rechercher un cosinus).

Ces deux formules ont été largement utilisées en France, et sont encore cités dans tous les cours de navigation. 
En Angleterre, ces formules sont aussi utilisées, mais avec une table donnant les versines ou les haversines, la fin du calcul est beaucoup plus expéditives : la formule de P peut alors s’écrire :


Vers P = 2  (Cos S Sin (S-H)) / (Sin DP Cos L)


Hav P = (Cos S Sin (S-H)) / (Sin DP Cos L)
Pour l’azimut, les Anglais utilisait une formule très voisine de la nôtre :


Sin² Z’/2 = (Cos S Cos (S-DP) / (Cos L Cos H)
Z’ étant à égal à (180° – Z) : affaire de convention !
NB : il convient de remarquer qu’il existait déjà dans les traités de trigonométrie deux formules, antérieures à celles de Borda, permettant de calculer un angle d’un triangle dont on connaît les trois côtés, que les anglais appelaient « Half angle formula » : considérons un triangle ABC et ses trois côtés a, b et c, dont la demi-somme est égale à s :


Sin² A/2 = ((Sin (s-b) Sin(s-c)) / Sin b Sin c



Cos² A/2 = ((Sin s Sin (S-a)) / Sin b Sin c

La première de ces deux formules était parfois utilisée à la place de celle de Borda, mais nous allons voir que cela ne changeait rien ! Prenons l’exemple du calcul de P :


Sin² P/2  / ( (Sin (S’-CoL) Sin (S’-DP)) / (Sin CoL Sin DP)
Avec S’ = (DZ + CoL + DP)/2

Voici maintenant la formule de Borda :



Sin² P/2 = (Cos S Sin (S-H)) / (Sin DP Cos L)

Avec S = (DH + H + L)/2

On démontre en effet que :


S = 90 – (S’-DP) et que :



S – H = S’ - CoL 

Le calcul de la hauteur

Le calcul de la hauteur (ou de la distance zénithale) demande un développement beaucoup plus long que le calcul de l’angle au pôle ou de l’azimut et le calcul lui-même est assez compliqué, comme nous allons le voir, en obligeant à calculer un « angle auxiliaire ».
Mais disons tout de suite que la complexité de ce calcul a conduit à l’abandonner au profit de la formule des triangles rectangles, beaucoup plus simple, et ce dès 1820 environ : « le mieux est l’ennemi du bien » pourrait-on dire à propos de cette formule, qui n’a d’ailleurs jamais intéressé les Anglais !
Le développement de la formule de la hauteur fait appel à la règle n°3 notamment, ainsi qu’à une règle algébrique selon laquelle ont peut remplacer (a – b) par (a (1 – b/a)).

Rappelons la formule de base :


Sin H = Cos DZ = Sin D Sin L + Cos D Cos L Cos P

En remplaçant Cos DZ et Cos P à l’aide de la règle n°3, on peut écrire que :


1-2 Sin² DZ/2 = Sin D Sin L + Cos D Cos L (2 Cos² P/2 – 1) ou


 1-2 Sin² DZ/2 = Sin D Sin L + 2 Cos² P/2Cos D Cos L – Cos D Cos L
Mais on peut écrire que :

Sin D Sin L – Cos D Cos L = - Cos (D+L) = 2 Cos² (D+L)/2 – 1

Et on obtient :


1-2 Sin² DZ/2 = (2 Cos² P/2 Cos D Cos L) – (Cos² (D+L)/2 – 1)
Si on inverse les signes et divise chaque terme par 2, on a :

Sin² DZ/2 = Cos² (D+L)/2 – Cos² P/2 Cos D Cos L

Soit une expression de type (a – b) que l’on va remplacer par (a (1 – b/a) 

Sin² DZ/2 = Cos² (D+L)/2 {1 – ((Cos² P/2 Cos D Cos L)/(Cos² (D+L)/2))
Posons que :


Sin² B =  ((Cos² P/2 Cos D Cos L)/(Cos² (D+L)/2))
Ou encore que :


Sin B =  ((Cos P/2 √Cos D  √Cos L)/(Cos (D+L)2)
Sachant que 1-Sin²B = Cos² B, on a :


Sin² DZ/2 = Cos² (D+L)/2 Cos² B

Ce qui se simplifie en :


Sin DZ/2 = Cos (D + L)/2 Cos B
Voici en pratique comment le calcul va se présenter :
Demi angle au pôle P/2              Log Cos

Déclinaison D                            ½ Log Cos

Latitude L                                   ½ Log Cos 
(L + D)
(L + D)/2                                    Colog Cos                                                Log Cos
                                                    Somme : Log Sin B         B=…….          Log Cos 

                                                                                                                     Somme : L Sin DZ/2 

                                                                                                                      DZ/2 = ………

                                                                                                                       DZ = ……….. 

Il existe quelques variantes, mais le principe reste le même : dans la formule de B, on peut remplacer (1/2 Log Cos D) par (½ Log Sin DP), ou encore on peut remplacer le dénominateur, sachant que :


Cos (L+D)/2 = Cos (90 – (DP-L))/2 = Sin (DP + CoL)/2

LES FORMULES DES « VERSINES » ET « HAVERSINES »
Les formules utilisées à l’origine en Angleterre sont assez différentes de celles de Borda, car on n’a pas cherché systématiquement, comme en France, à rendre les formules totalement logarithmiques : c’est sans doute une lacune lorsqu’il s’agit de calculer l’angle au pôle ou l’azimut (d’ailleurs, Norie, en 1814, proposait les deux formules, l’Anglaise et la Française), mais la formule utilisée pour le calcul de la hauteur est à notre avis préférable à celle de Borda, et certainement aussi rapide à utiliser que celle des triangles rectangles !

Nous allons ici raisonner sur le calcul de l’angle au pôle, dont on pourra facilement tirer la formule donnant la hauteur. Quand au calcul de l’azimut, il est parfaitement symétrique à celui de l’angle au pôle.

La formule de Norie 

Nous ignorons qui a mis au point cette formule, mais nous l’appellerons « formule de Norie » parce que nous l’avons vu (édition 1814).

Voici le développement de cette formule :

Rappelons la formule fondamentale de l’angle au pôle :


Cos P = (Sin H – Sin D Sin L) / Cos D Cos L

Sans changer le résultat, on peut écrire que :

1 – Cos P = 1 – (Sin H – Sin D Sin L) / Cos D Cos L ou encore que :


1 – Cos P = (Cos D Cos L + Sin D Sin L – Sin H) / Cos D Cos L
Maintenant, on peut remplacer (Cos D Cos L + Sin D Sin L) par Cos (L – D)
Et on obtient en définitive :


1 – Cos P (ou Vers P) = (Cos (L-D) – Sin H) / Cos D Cos L
D’où l’on tire :


Sin H = Cos (L – D) – Cos D Cos L Vers P
Il suffit d’avoir une table de logarithmes donnant les versines (table XXIX de Norie).

On voit que la formule suit au début une transformation quasi-similaire à celle de Borda, mais qu’on ne va aussi loin dans la démarche : le résultat est donc une formule « semi-logarithmique » … Mais pas très pratique pour calculer l’angle au pôle. Par contre, pour calculer la hauteur, la méthode est parfaitement valable.
Citons aussi la formule donnant l’azimut, parfaitement symétrique à celle de l’angle au pôle :

Vers Z = (Cos (L+H) – Sin D) / (Cos L Cos H)

La formule de Davis

Cette seconde formule a été imaginée par un certain Davis à la fin du XIXe : c’est une simple évolution de la première : sa démonstration est très simple, sachant que l’on peut remplacer le sinus de la hauteur par le cosinus de la distance zénithale :

Partons de la formule de la hauteur de Norie :


Sin H = Cos DZ = Cos (L – D) – Cos D Cos L Vers P

On peut alors écrire que :


1 – Cos DZ = 1 – Cos (L – D) + Cos D Cos L Vers P

D’où l’on tire :


Vers DZ = Vers (L – D) + Cos D Cos L Vers P

Cette dernière formule est toujours utilisée de nos jours : c’est elle qui est utilisée par le Reed’s ou par Dieumegard, comme on le verra plus loin.

Il existe une variante, qui consiste à remplacer les versines par les demi-versines (ou haversines), ce qui ne change rien : c’est cette dernière formule qui est recommandée dans les éditions modernes des tables de Norie :

Hav DZ = Hav (L – D) + Cos D Cos L Hav P
Des formules précédentes, on peut bien sûr tirer la formule donnant P, ou établir la formule donnant Z.

Vers P = (Vers DZ – Vers (L-D)) / (Cos D Cos L)


 
Vers Z = (Vers DP – Vers (H-L)) / (Cos H Cos L)

Le calcul de la latitude

A propos du calcul des latitudes par les circumméridiennes, nous avons parlé d’une formule anglaise : partant des formules précédentes, on peut écrire que :


Cos (L – D) = Sin H + Cos D Cos L vers P



Vers (L – D) = Vers DZ – Cos D Cos L Vers P

Mais (L – D) correspond à la distance méridienne zénithale (DZm), on peut réécrire la première formule sous la forme :



Cos DZm = Sin H + Cos D Cos L Vers P    ou



Sin Hm = Sin H + Cos D Cos L Vers P
On peut ensuite déterminer la latitude par la formule classique :



L = (90° - Hm) + D 
Si on remplace la vraie latitude par la latitude estimée, le résultat ne sera qu’approché : mais la latitude « calculée » sera toujours plus proche de la latitude réelle que de la latitude estimée. Il semble que cette formule soit due au Hollandais Douwes.


Les formules de Mendoza

Mendoza était un officier de la Marine Espagnole : il eut l’idée de transformer les formules de versines … pour les rendre logarithmiques ! A titre purement indicatif, voici comment il transformait la formule de Norie pour le calcul de la hauteur d’un astre :
Rappelons la formule de Norie pour la hauteur :



Sin H = Cos (L – D) – Cos D Cos L Vers P
Or, cette formule est du type (a – b), que l’on peut transformer en : a (1 – b/a), soit :


Sin H = Cos (L-D) x [(1 – (Cos D Cos L Vers P)) / Cos (L-D)]

Appelons A un arc auxiliaire tel que :


Vers A = (Cos D Cos L Vers P) / Cos (L – D)
Et sachant que (1 – vers A) = Cos A, on a en définitive :



Sin H = Cos (L – D) x Cos A
Pour le calcul de l’angle horaire et de l’azimut, Mendoza reprenait les formules de Borda :



Sin² P/2 = (Cos S Sin (S-H)) / (Sin DP Cos L)


Cos² Z/2 = (Cos S Cos (S-DP) / (Cos L Cos H)
Mais il donnait des tables permettant de “convertir” directement Sin²P/2 en angle horaire (comme le proposait aussi Norie) et cos² Z/2 en azimut (ce qui était une innovation).
CONCLUSIONS
Que peut-on conclure de ce chapitre sur les transformations de la formule fondamentale ? On peut dire qu’il y avait deux « écoles » : l’école française et l’école anglaise.

En France, il y avait une volonté de n’utiliser que des formules logarithmiques : si cela restait assez simple pour le calcul de l’angle horaire et de l’azimut, il n’en était pas de même pour le calcul de la hauteur, et il fallait avoir recours au calcul préalable d’un « angle auxiliaire » ; on retrouve d’ailleurs cette sujétion dans la méthode de calcul de Mendoza. En fait, la formule de Borda pour le calcul de la hauteur, assez compliquée il est vrai, a été assez vite remplacée par celle des triangles rectangles, plus simple, mais qui demandait aussi le calcul d’un arc auxiliaire « b ».

En Angleterre, si on examine l’édition 1814 de l’ouvrage de Norie, il est intéressant de constater que pour le calcul d’heure et celui de l’azimut, on proposait deux formules : celle de Borda et celle des versines. Mais nous avons vu que les tables donnant le log des versines permettait de résoudre la formule de Borda plus rapidement, du moins pour l’heure. Par contre, pour le calcul de la hauteur, seule la formule des versines étaient utilisée.
Nous avons souligné un avantage « indirect » de la formule des versines : le calcul direct de la latitude, mais ce n’était qu’un calcul approché, mais parfaitement utilisable cependant dans le cas des hauteurs circumméridiennes : cette méthode n’a guère trouvé d’écho en France, bien qu’elle soit mentionnée dans l’ouvrage de Guépratte en 1823.

Nous avons dit plus haut que la formule des versines était « semi-logarithmique » : mais nous avons vu comment Mendoza proposait de la transformer : le Français Hugon a aussi proposé une formule assez voisine.

Il semble qu’au cours du XIXe, les Anglais ont définitivement adoptées les formules de Borda pour les calculs d’heure et d’azimut. Pour le calcul de la hauteur, ils utilisaient la formule des versines et parfois aussi, mais plus rarement, celle des triangles rectangles.

Il faut rappeler qu’avant la généralisation de la droite de hauteur, on avait recours au calcul des hauteurs que dans le cadre des distances lunaires, si on ne pouvait observer les hauteurs (de nuit par exemple).

Enfin, quand la méthode de St Hilaire s’est imposé, il est intéressant de noter que, en France, on est revenu à la formule fondamentale  pour le calcul de la hauteur, alors qu’en Angleterre, on est resté fidèle à la formule des versines ; à notre avis, la formule des versines est la plus pratique. En d’autres termes, pour les calculs de hauteur, on a renoncé aux formules purement logarithmiques !
Quant aux formules de Borda pour le calcul d’heure ou le calcul d’azimut, elles sont restés quasiment « règlementaires » jusqu’à nos jours.

Pour terminer, une petite remarque : il est plus facile de transformer la formule fondamentale pour calculer un angle quand on connait les 3 côtés que de rendre logarithmique la formule pour calculer la hauteur : d’où le recours aux formules des triangles rectangles en France et à la formule des versines en Angleterre.
